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REVUE DE MATHEMATIQUES SPECIALES

(Fondée en 1890)

Sujets donnés au concour de I’Agrégation des sciences mathématiques
et aux concours d’entrée aux grandes Ecoles en 1968.

~ PREMIERE PARTIE

A(‘REC»&TIONDESSCIEP\CESMATHEMATIQUES s e e o s e i

M athémanques élém,en mzres et M athémaugues spéciales.

5828, — I. — A toute partie non vide E du plan euchdxen on assome, pour chaque entier n strictement
supeneurw a un, son diamétre d'ordre n,, noté d,(E), défini’ comme suit :

i <J'£§n'

- de leurs, distances mutuelles, d,(E) estla horne supémeure, ﬁme ou non, des nombres 3(A;, ..., A}, lersque

N Ies, n points Ay, Ap, ..., A, varient arbitrairement dans E.

i ‘Amsz (B est. le dlametre de B ausens wsuel. . -
L P a) Démontrer que, si E est non borné, d,(BE) est infini. )
P e B) Démontrer que, si E -est inclus dans E’, ona d,(By < d(E).~ . o

‘ 20 Caleculer dy{E) dans les cas suivants:
a) E est un segment de longueur a; , : . »
b} ‘B .estuneercle de rayon r; unarc decercle de ray on' r et de longueur 6r (discuter); ' Rl

¢} B estun dlsque fermé de rayon r; un chsque ouvert de rayon r; B
. .d) E estla réunion des trois cotés d'un triangle équilatéral.
30 E tant supposé bomé démontrer, pour fout n, Pinégalité -

drﬂ'l(E)‘ = dn(E)

,En ded,mré que n(fE:) a une limite posmve ol nuﬂe lorsque n augmente mdéﬁnxment cette Iimxte 8ery -
_(msﬁm de B, noté d(B)
o 4By _ef, “d(E) qeron% a’brégés en d el d lorsqﬁ’ﬂ 'y aura pas r‘isque de coniusmn pour

1 ense : ble E

1t «-—‘On se propose de caleuler d et d dans Ie cas oii B est un cercle de rayon unite,
"71 1° A;, Ag, oy By éiant n _points du cax‘cle rangds dans cet ordre, on pose .

Am-x == A17 » A..+2 =t Az, etfl, s . 0 ; L
et l’on consxdere zeq rocmxts =JTAA " ou L est un aner naturﬂl
k il 0l 1

[E=31

Demonﬁxw pour tout k& mfe,neur ou égal
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20 Deduire de ce qui précéde que le produit des distances mutuclles de n points du cercle est maximal
dans le cas d’une disposition régulidre de ces points, '
3¢ Calculer d, et d.

{(On pourry, en désignant par o, o, ..., 2, les racines du polyndéme z"— 1, introduire les produits

UI: = I‘I (uh - oL_j)s
J

0u A est fixé et j décrit lensemble {1,2, ... n}— {h}, et montrer que U, estégala nal-t)

111. — Dans cette partie III, on étudie une methode de détermination du diametre transfini d’une partie E
bornée du plan.

A tout point du plan on associe son affixe (complexe) dans un repére orthonormé donns.

P étant un polyndéme unitaire (c’est-a-dire dont le terme de plus haut degré a pour coefficient un), on désigne
par u(P) la borne supérieure de |P(z)] lorsque la point d’affixe z décrit E. Soit Un la borne inférieure des

#(P} lorsque P décrit ensemble des poly nomes umtalres de degré n. On pose m, = \ gn.
1¢ a) Démorsitrer que w(P) est fini.
&) Démontrer que m, ne dépend que de E et de n et non du repére choisi.
¢} Comparer my et 4y

pour tout couple d’entiers p,g.
Soit" m la borne. mieueure des nombres mg;
niment, . ‘ ‘
32 A tout systéme de n+41 pomts Al, Az, iy ,,+1 de E, d’affixes respectives z,, z,, ..., Bp1y ON ASSO-
cie Ie dé{:ermmant ‘ e

m,l tend vers m lorsque n augmente indéfi-

181788y Vo B

! + =1
z:—hl;”

wht
cs. Bpay

Démontrer que, quel quu Soil le po]ynome P unltaire de degre n, on él’égzﬂité

_—_— e i

R B
; e o *z, B e Bam - -
V{zy, 2, .,znﬂ)ml,.... B N
(- - s N -

"";}i(zl);p(zz).._:,_ Plse)!

En utlhsant le développement de ce dermer déterrmnant et eventuellement un polynome P convendblement
clmm en fonctmn des pmnts établu' Ies mégahtesn ' .

jg,...,mvet n;

) l’égdhte m = d( Ona ~§a§p¢;{e, qu

; : CN e
,admeh Ia hxmt,e %’-’-) B S ;

£

ﬂI ¢t On s6. Propose de calculer le dxamétre transﬁm d’un segmenl par 14 méthode précédente. |
_E désigne le segment [—1, & 1] .dePaxe réel et 2. une variable decmvant B,
10 I"‘tant donné un- ermer natuml n, demontrer que la fonction

008 (n.Arc'cos o)

ime la limite -u, lasmte u’% + zw‘+ '+ Rllp oo
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est la restriction 5 d’un polyndme. -T -wnique, de degré n,
supérieure de son module sur E? :

2¢ Démontrer, en considérant la différence P
ficients Téels, 1a borne supérien

39 Quels sont pour E les nombres y, définis dans la partie III?
En déduire la valeur de d(E) et, plus généralement, le diamétre transfini d*un segment de longueur ¢, -
4° Démontrer qu’une condition suffisante pour que le“diameétre transfini d’une partie bornée E du plan
soit nen nul est que E contienne un arc de courbe continu,
Donner up exemple d’ensemble dénombrable borné dont le diametre transfini est non pul,
V. — 19 E étant une partie bornée du plan complexe et. H un polyndéme fixé, unitain
E,; Iensemble H-YE) ainsi défini: le point d’affixe z appartient 4 E, si, et seulement si
appartient a E, o o ’
Etablir la formule d(E}) = [d(E,)]s. .
20 A Taide de cette formule, retrouver les valeurs dos dig
posarit que ces diametres sont pon nuls,
3 Calculer les diamétres transfi
i a) dun disques i i
T b) d’un ovale de Cassini.

unitaire et & coellicients réels. Quelle est la borne
— T, que,sile polyndme unitaire P, est de degré n et & coef-
ede P né peut étre stric

. . N 1.
tement inférieure a prey

e, de degré ¢, on note
, le point d’affixe Hz).

netres transfinis d’un Segment et d’un cercle en sup-

des nombres réels positifs ou nals, On
) le plus petit ensemble fermé dans Io complémentaire
; ] nombres complexes est noté C; la distance de deux
points, z et z, de ¢ est le module de' z— 2’ note ‘v Dans tog 16,00 désigne Padh
rence d’une partie X ‘par- K :
= Dans toutIa texte on note -

pac topologiqu

=¥y{#} da-fonction

‘vi{t) =0

Montrer qulelle est Indéfiniment dérivable o
En déduire que la fonction' Y définie dans Je plan co plexe par




