Introduction

L’objectif de ce chapitre est tres simple : dénombrer !

Malheureusement, il n’existe pas de méthode générale pour dénombrer tant les techniques sont nombreuses et parfois
treés astucieuses. C’est un chapitre qui demande clairement de la maturité. L’expérience sera acquise au fur et & mesure
du cours et des exercices pratiqués.

Les résultats annoncés dans le cours ne sont pas a connaitre par cceur mais il est essentiel de savoir les retrouver.

Prérequis

e  Théorie des cardinaux (chapitre 1)

e Analyse combinatoire (chapitre 2)

Objectifs du chapitre

e Dénombrer avec des arrangements, permutation et combinaison
e  Dénombrer dans des équations

e  Dénombrer dans la théorie des ensembles

e Dénombrer des relations

e Dénombrer des fonctions

e Dénombrer des applications strictement croissantes

e  Dénombrer des surjections

e Dénombrer des structures algébriques
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Bien évidemment, on ne choisit pas a
nouveau le cheval choisi juste avant.

On préférera la premieére méthode.

Plus formellement, cela correspond au
nombre d’applications d'un ensemble
de cardinal 3 dans l'ensemble des 26
lettres de l'alphabet.

La situation ou la répétition compte
est délicate et sera traitée plus loin.

C’est la situation la plus courante en
pratique.

5
ona |’|=2x4=10.
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Ordre et répétitions

Ordre sans répétition

Les arrangements sont responsables des situations ou l'ordre compte et quand il n'y a pas de répétition.

Soit une course ou 15 chevaux sont en compétition.

On peut parier sur les noms des trois premiers chevaux en les donnant dans 'ordre.

Quel est le nombre de paris possibles a ce tiercé ?

On peut résoudre cet exercice de deux manieres différentes.

La premiere maniere est la plus naturelle :

- il y a 15 manieres de choisir le premier cheval ;

- puis 14 manieres de choisir le deuxieme ;

- puis 13 manieres de choisir le dernier cheval.

Ces choix étant successifs, on multiplie toutes ces possibilités : 15x14 x 13.

L’autre maniere, plus directe, utilise les arrangements : A135 = % = W

En effet, ordre compte ici. Si les chevaux sont notés A, B, ..., O, alors le tiercé A-B-F est différents du tiercé F-A-B.

=13x14x15.

Il n’y a pas non plus de répétition car une lettre dans le tiercé doit apparaitre qu’une seule fois.

[EEB Ordre avec répétition

Cette situation est trés courante.

On dispose uniquement des 26 lettres de 1'alphabet frangaise.

Combien de mots de trois lettres peut-on former ?

Dans ce genre de question, la notion de sens d’un mot n’existe pas. Les mots peuvent donc avoir un sens ou pas.
On résout ce probléeme de maniére intuitive : il y a 26 manieres de choisir la premiere lettre, puis 26 maniéres pour la

deuxiéme et enfin 26 manieres pour la derniére lettre.

Ces choix étant successifs, il y a 26° mots possibles composés de trois lettres.

Remarque
Si on demandait que les lettres des mots formées soient deux a deux distinctes, le résultat serait A236 puisque 'ordre

compte et qu’il n’y a pas de répétition.

Sans ordre et sans répétition

Les combinaisons sont responsables des situations ou I'ordre ne compte pas et quand il n’y a pas de répétition.

Des binémes doivent étre formés parmi 5 personnes.

Combien de bindémes peut-on former ?

L’ordre des binémes n’a évidemment aucune importance. De plus, chaque bindme est composé de deux personnes
différentes, ce qui justifie I'utilisation des combinaisons.

5
Ainsi, il y a 5 binémes possibles, c¢’est-a-dire 10.

Situations concretes en dénombrement

Probléme d’élection

Un club de 32 membres (18 hommes et 14 femmes) doit élire parmi ses membres son bureau constitué d’un président,
d’un vice-président nécessairement du sexe opposé a celui du président, d’un(e) secrétaire et d'un gardien nécessai-
rement un homme.

Quel est le nombre de bureaux possibles ?
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On pouvait aussi s’occuper du prési-
dent et du vice-président avant le gar-
dien (on aurait bien sfr trouvé le
méme résultat & la fin).

On convient qu’une lettre est une ana-
gramme de lui-méme.

On peut aussi raisonner ainsi : 5 possi-
bilités de choisir la premiére lettre,
puis 4 possibilités de choisir la se-
conde... puis une possibilité de choisir
la derniere lettre.

Le sens des mots formés n’a aucune im-
portance.

Par exemple, 'image du mot
« O.UNOMT »,
par cette application, est :
« OUNOMT ».

En pratique, on ne détaillera pas au-
tant la réponse.

On retrouve le résultat précédent :

| 1
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Ona: [g]:3><5:15.

On doit donc élire 4 personnes au total.

On commence naturellement a traiter le cas du gardien, parce qu’il y a une contrainte sur ce dernier.
Comme il doit étre un homme, il y a en tout 18 possibilités.

Il reste donc, une fois choisi ce gardien, 31 personnes.

Ensuite, deux possibilités s’offrent a nous pour le choix des présidents :

- le président est un homme et la vice-présidente est une femme : 17 x 14 possibilités ;

- le vice-président est un homme et la présidente est une femme : 17 x 14 possibilités ;

11 reste ensuite 29 possibilités pour le choix du secrétaire (homme ou femme).

Le nombre de bureaux possibles vaut alors : 18 + 2 x 17 x 14 4 29, soit 523.

[EEl Probléme d’anagramme

Avec les lettres d’un mot, on peut reconstituer un autre mot.

Par exemple, avec le mot « CHIEN », on peut construire le mot « NICHE ». On a en réalité donner une anagramme
du mot « CHIEN ».

Mathématiquement parlant, on a réalisé une permutation de toutes les lettres C-H-I-E-N. Que les mots aient un sens
ou pas, il y a 5! anagrammes possibles du mot « CHIEN ».

Le probléme suivant est intéressant :

On considere le mot « MOUTON ».
Combien d’anagrammes comporte ce mot ?

Contrairement au mot précédent, ce mot possede deux fois la lettre « O ». Le résultat attendu n’est donc pas 6!.

Pout comprendre comment dénombrer les anagrammes, faisons comme si ce mot comporté six lettres distinctes :
MO, UTO:N.

Notons A l'ensemble des anagrammes du mot « MO:UTO:N » et A’ I'ensemble des anagrammes du mot « MOU-

TON ».

L’application de A vers A’ qui a un mot de A associe le méme mot mais sans les indices sur les « O » est clairement

surjective.

De plus, chaque mot de A’ & le méme nombre d’antécédent. Par exemple le mot « MOUTON » & deux antécédents,

a savoir les mots « MO1UTO:2N » et « MOUTOIN ». Il y a en fait autant d’antécédents que de permutation des lettres

O et Oy, c'est-a-dire 2 (21).

En appliquant le lemme des bergers, il vient que Card(A) = 2! Card(A').

|
Ainsi Card(A')Z%:3><4><5><6=360.

Remarque
En pratique, on préfeérera résoudre cet exercice en utilisant les combinaisons.
En effet, considérons les 6 emplacements suivants :

Pour placer les deux lettres « O », il y a possibilités :
_0__0O_

Puis, lorsque ces « O » sont placés, il y a 4! maniéres de placer les 4 lettres restantes (qui sont distinctes) :
MOTUON

Ainsi, les choix étant successifs, il y a en tout x 41 anagrammes du mot « MOUTON ».

On considere le mot « MOOOOM ».
Combien d’anagrammes comporte ce mot ?

On raisonne comme dans la derniére remarque.
Ilya possibilités pour placer les deux lettres « M ».

Les « emplacements » restant étant nécessairement des « O », il n’y a qu’une seule fagon de les placer.
Ainsi, il y a en tout 15 anagrammes du mot « MOOOOM ».
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Ici, le mot couleur n’a rien & voir avec
son sens usuel.

Abusivement, on dit « trois cceur » au
lieu de « trois cartes de coeurs ».

On rappelle qu’il est vivement conseillé
de commencer par la ou les contraintes
les plus fortes.

1
Plus synthétiquement : NN .
20121 1

Mains dans les jeux de cartes

Considérons un jeu de 32 cartes classique.
Il existe quatre couleurs (ou enseignes) :
& :trefle ; @ : pique ; @ :coeur ; 4 : carreau.

Contrairement a un jeu de 52 cartes, les cartes numérotées de 2 a 6 sont retirées et il reste donc :
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Dans ce qui suit, on distribue une main de 5 cartes.

Combien de mains comporte exactement trois coeurs 7 $9®]

. ) 32 L
Si vous répondez 5| c’est que vous manquez cruellement de réalisme !
Il faut d’abord s’occuper du nombre de triplet de cceurs (Uordre n’a aucune importance) : [3} .
Ensuite, il faut choisir les deux cartes restantes parmi les 24 restantes : [ 5 ] .

8]24
Les choix étant successifs, le nombre de mains comportant exactement trois coeurs est : [3][ 5 ]

‘ Combien de mains comporte exactement deux piques et deux tréfles 7 dddod]

La situation est du méme type que précédemment.

2
8
On trouve facilement : 16 [2} .

‘ Combien de mains comporte exactement deux piques ou deux tréfles 7 a0 ; &I

Attention ! La question posée est exactement la méme que la précédente mais avec un mot de différence : ou.
Cela change radicalement la réponse. Intuitivement, il y a plus de mains qui comporte exactement deux piques
deux trefles que ceux qui comporte exactement deux piques et deux treéfles.

8 8
Il serait absurde de répondre 5 + 5 par exemple.
Deux possibilités s’offrent & nous :
. . . 8|]24 iree s
- la main contient exactement deux piques : 5|l 3 possibilités ;

- la main contient exactement deux trefles :

—_—
oo
~—_—

24
possibilités.
2]1 3

ou
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Ce genre d'oubli est fréquent. Soyez
particulierement vigilent lors de vos
comptages.

e )
e ()

Quand la situation est favorable, pro-
céder ainsi est toujours conseillé.

Cette égalité illustre la formule de
Vandermonde :

=)

=0

Mais il faut supprimer les cas doubles. On utilise par conséquent la formule du crible.

2
24
On trouve ainsi 2 [z][ 5 }— 16 i] mains possibles.

‘ Combien de mains comporte exactement deux piques et deux rois 7 #ARRO ; &SRO

La question est plus coriace car il y a le roi de pique qui existe.
Il y a donc deux possibilités :

7
2

3
2

21
- le roi de pique n’est pas dans la main : [ ) ] possibilités ;

21
- le roi de pique est dans la main : 7 x 3 X [ ) ] possibilités.

)

Combien de mains comporte au moins un roi 7 ROOOO

21

7 21
On trouve ainsi [2] +7x3x mains possibles.

Il y a deux manieres de s’y prendre. On peut dénombrer les mains comportant exactement un roi, puis deux etc. Mais
on peut aussi faire 'inverse de ce qui est demandé. C’est-a-dire dénombrer les mains qui ne comporte aucun roi et

ensuite retrancher au nombre total de mains ce qui a été trouvé.

ya

8
mains de 5 cartes de sorte qu’aucune d’entres elles ne comporte un roi.

. . . . Coo (32 |28
Ainsi, le nombre de mains qui comporte au moins un roi est égal a : 5| .

5

Remarque
En comptant les mains comportant exactement aucun roi, un roi, deux rois, ... cinq rois, on a ’égalité :

TG RIET- BB

B Chemins sur une grille
C’est un probleme tres classique dont la résolution est tres astucieuse.

On considere la grille suivante :

A

La regle est simple. En partant du point A, on veut rejoindre le point B. Les deux seuls déplacements autorisés sont
« vers la droite » et « vers le haut ». Assimilé & un repere du plan, on peut se déplacer seulement sur des points de
coordonnées entieres.

Ci-dessus est tracé en violet un chemin possible.

Quel est le nombre de chemins possibles ?

Notons « D » lorsqu’on se déplace d'un carreau vers la droite et « H » lorsqu’on se déplace d’un carreau vers le haut.
Le chemin vu plus haut peut étre assimilé au mot « DDHHHDDDDHDDH ».

En réalité, peu importe le chemin choisi, le nombre de pas vers la droite et vers le haut reste le méme. Autrement dit,
on obtiendrait une anagramme du mot « DDHHHDDDDHDDH ».

11 suffit alors de se rappeler de I’exemple dénombrant les anagrammes dans ce cas précis.
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Beaucoup de sujets d’oraux de niveau
MP sont faisables en licence 1.

Ona pop= Idp(E)

On a clairement de ce qui plerede

Z Card(X Z Card(X

XeP(E XeP(E)

Les parties X et X sont disjointes.

Situations abstraites en dénombrement

Nous revenons sur ce paragraphe sur les quatre premiers chapitres d’algebre.

Théorie des ensembles

L’exercice suivant est un grand classique :

Soient n un entier naturel et £ un ensemble fini de cardinal n.
Déterminer le nombre de couples (4, B) de P(E)x P(E) tels que AC B.

Prenons des cas particuliers.
Si E est vide, alors il existe un seul couple possible remplissant la condition demandée.
Si E est un singleton, par exemple si E = {1}, alors P(E) ={@, E} .
Les trois couples vérifiant la condition sont donc : (&, 2), (@, E) et (E,E).
Si E est un singleton, par exemple si F = {1,2}, alors P(E) ={o, {1}, {2}, E}.
Les neuf couples vérifiant la condition sont donc :
(2,2), (2,{1}), (@.{2}), (2, E), ({1}1,{1}), ({1}, B), ({2}, {2}), ({2}, E) et (£, B).
On peut conjecturer que le nombre de couples vérifiant la condition demandée est 3" .
Traitons le cas général. La donnée d’'un couple (4, B) de P(E)x P(E) tels que A C B est caractérisée par :

- le choix d’un sous-ensemble B de E de cardinal k (0<k<n): [: possibilités ;

- le choix d’un sous-ensemble A de B tel que AC B : ok possibilités.

n|
Les choix étant successifs, pour un entier k fixé dans [0,n], il y a en tout [k ok possibilités pour la donnée d’un

couple (4, B) de P(E)x P(E) tels que AC B.

En en déduit que le nombre de couple (4, B) de P(E)x P(E) tels que AC B est égal a Z [:J ok
k=0

Or, par le bindbme de Newton, Z[ J =@2+1)" =3".
k=0

Soient n un entier naturel et £ un ensemble fini de cardinal n.

Calculer en fonction de n la somme Z Card(X) .
X eP(E)

Cette question est tirée d'un oral de Central MP 2006. Mais ne vous inquiétez pas ! Cette question est largement
faisable & notre niveau...
On va vous montrer deux manieres de répondre a cette question.
17* méthode
L’application ¢ : P(E) —— P(E) est bijective puisque c’est une involution.
X=X

Donc : Z Card(X Z Card(X Z Card Z (Card(X —I—Card(}))

XeP(E) X eP(E) X eP(E) XEP
> Card(XUX)
XeP(E)
Z Card(F
XEP

1
=" Card(P(E))

:an"

=n2" !,
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n
Pour 0<k<n ,ilya [k maniéres

de choisir un sous-ensemble a k élé-
ments. Puis la somme de ces sous-en-

i)

sembles vaut &

2 méthode

Cette méthode est plus simple et plus rapide que la précédente pour peu qu’on connaisse une somme classique.

Z Card(X

XeP(E

[EEl Relations

Z Z Card(X

k=0 XeR(E k=0

“E

i k [Z =n2"L,

k=1

Les relations ont été étudiées dans le chapitre 2 du livre Agéhre Licence |.

Combien y a-t-il de relations de £ vers F' 7

Soient n et p deux entiers naturels, F et F' deux ensembles de cardinaux respectifs n et p.

La donnée d’une relation de E vers F revient par définition & la donnée d’un élément de P(E x F').

Il y a ainsi autant de relation de E vers F que d’éléments dans P(E x F) .

a: Card(P(ExF))=

2Card(E><F) _ QCard(E)XCard(F)

Iy a ainsi 2 relations de E vers F.

Remarques

=2,

1. De ce qui précede, le nombre de relation binaire dans F est égal a 2"

2. Pour un ensemble fini a 2 éléments, il y a de ce qui précede 16 relations binaires possibles !

Voici ces 16 relations représentées par des diagrammes de Venn :

L

H
X

E: R F Ef R :F Ef R :F E; R :F
i) R F E R F E R F E R F

N

&
S|
=

z

&
b
=

4

=
)
=

5

e
&
s

X

&
S|
=

i

&=
b
B

N

&
&
=

K

=
b
T

K

Parmi ces 16 relations, 7 sont des relations qui ne sont pas des fonctions (les 7 derniéres), 5 sont des fonctions qui ne

sont pas des applications (les 5 premiéres) et 4 sont des applications (le reste).
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Dans ce cas, il n’existe qu’une relation
de E vers F : la relation vide.

On peut aussi trouver cette réponse
grice a une bijection. Mais nous évi-
tons 'utilisation systématique des bi-
jections pour résoudre des problémes
de dénombrement. La technique ci-
contre sera donc a privilégier.

En particulier :
VneNn"<(n+1)"< o'

Dénombrer le nombre d’applications
croissantes est plus difficile et fait I'ob-
jet de l'exercice 5.

C’est le théoréme 28 du chapitre 3
du livre Algéhre Licence ]

Puisque la relation d’ordre est totale,
un seul rangement des images est pos-
sible.

On rappelle que cela correspond aussi
au nombre d’arrangements de p élé-
ments de [1,n] .

Fonctions et applications

Les fonctions et les applications ont été étudiées dans le chapitre 3 du livre Mgthre Licence I.

Soient n et p deux entiers naturels, £ et F' deux ensembles de cardinaux respectifs n et p.
Combien y a-t-il de fonctions de £ vers F' 7

1 méthode

Elle est extrémement simple et rapide.

Le cas ou I'ensemble E est vide est immédiat. On considére a présent que F n’est pas vide.

Pour la donnée d’un élément de F, il y a :

- lattribution d’une image (unique) : p possibilités ;

- ou lattribution d’aucune image : 1 possibilité.

Les choix étant alternatives, il y a en tout p 4+ 1 possibilités pour 'action d’un élément de E.
Puisque le cardinal de F est égal & n, il vient que le nombre de fonctions de E vers Fest (p +1)".

2o méthode

Cette méthode utilise le bindme de Newton.

Pour £ fixé dans [0, n], on dénombre le nombre de fonctions de E vers F tels que k éléments seulement ont une image.
Pour cela, on choisit un sous-ensemble de E a k éléments : possibilités.

Puis pour chaque élément du sous-ensemble choisit, il y a p possibilités pour lattribution d’une image (unique). Il y a

ainsi p® possibilités pour le choix des images de tous les éléments du sous-ensemble considéré.

Le choix étant successifs, il y a pour k € [0,n], pk fonctions de F vers F tels que k éléments exactement ont une

image.

n n
Ainsi, le nombre de fonctions de E vers F est égal a Z L ph, Cest-a-dire (p +1)".
k=0

Remarque

En connaissant le nombre d’applications de F dans F (p" ), on obtient facilement les inégalités suivantes :

Y(n,p) e N?, p" <(p+1)" <2".

Soient n et p deux entiers naturels, F et F deux ensembles de cardinaux respectifs p et n.
Combien y a-t-il d’applications strictement croissantes de F vers F' 7

Commengons par remarquer que toute application strictement croissante de E vers F n’est pas nécessairement injective
(sauf si la relation d’ordre associée est totale).
Supposons alors que la relation d’ordre associée est I'ordre usuel <. Une telle application est alors injective et donc

p<n.Donc, si p>n, il n'existe pas d’injection de F vers F et donc aucune application strictement croissante de F

vers F.
Si E est vide, alors toute application de E vers F est croissante (il y en a qu'une seule).

Sinon (donc p>1), notons E = {z, ..., xp} ot les éléments 1z, ..., x, sont deux a deux distincts.
Pour la donnée d'une application strictement croissante de £ vers F, on a besoin d'un sous-ensemble {f(z,), ..., f(xp)}

d’éléments de I avec un seul rangement possible des éléments (par exemple f(z,) <...< f(a:p) ).

Pour sélectionner cet ensemble d’images, on dispose de possibilités puis d’'une seule possibilité pour les ranger.

p

Les choix étant successifs, il y a en tout applications strictement croissantes de F vers F.

p

Soient n et p deux entiers naturels tels que p<n .
n!
pln—p)
En revanche dénombrer le nombre d’applications surjectives (quand n< p) de [1, p] sur [1, n] est plus difficile.

Dénombrer le nombre d’applications injectives de [1, p] sur [1,7n] est connu :
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La formule demande un effort de mé-
morisation.

La preuve donnée ci-contre est la plus
¢lémentaire (sans outil supplémen-
taire). D’autres preuves existent mais
nécessite de développer de nouvelles
notions (nombres de Stirling, formule
d’inversion de Pascal...).

Le lecteur intéressé par ces autres
preuves pourra consulter le chapitre
1 du livre Provabilités Licence 2.

L’ensemble des applications de [1, p]
sur [L,n] comprend les applications

surjectives et ceux qui ne le sont pas.

Les étapes ne sont pas évidentes (voir
la vidéo). Mais on va vous expliquer en
bref. L'intersection A, N..NA  est
Pensemble des applications de [1, p]
sur [Ln] telles que les k éléments :
Gy

n’ont pas d’antécédent par f.

Cela correspond alors au nombre d’ap-
plications de l'ensemble [1,p] dans
Pensemble [1,n]\ {7,..., 5} -

Enfin, comme ce nombre d’applica-
tions est constant (pour k fixé), il suffit
de connaitre le nombre de possibilités

n
de les sélectionner : [k] (puis, il y a

qu'une seule fagon de les ranger dans
Pordre strictement croissant).

L’entier n” est le terme d’indice n.

En acceptant dans ce cas que 0 =1.

Dans la théorie des cardinaux, on con-

vient que 0" =1.

Le théoréme suivant donne explicitement le nombre d’applications surjectives de [1, p] sur [1,n] (quand n<p).

On note S’ le nombre de surjection de [1, p] sur [1,7].

Nombre de surjections

Théoreme 1

Soient n et p deux entiers naturels non nuls tels que n < p .

n
Le nombre d’applications surjectives de [1, p] sur [1, n] est égal & Z
k=0

n
)R kP
(=1 )

Preuve
Soit k un élément de [1,n].

Considérons ensemble {f € [1,n]""! vz €[1, p], f(z) = k} noté A, , des applications fde [1, p] dans [1,n] tel que &
n’admet pas d’antécédent par f.

n
1l est alors clair que ’ensemble U A, est Pensemble des applications de [1, p] dans [1,n] qui ne sont pas surjectives.
k=1

n
11 vient donc que [1, n]]ﬂl’p I=g Tu U A, |. Une application ne pouvant pas étre a la fois surjective et non surjective,
k=1

la réunion précédente est disjointe.

Ainsi, Card([1, n]"?1) = Card(S?) + Card U A, |, soit Card(S?) = n” — Card U A,
k=1 k=1
Par la formule de Poincaré on a :
n n k
Card(S?) = n? — Card U A |=n" — (—1)FH Z Card ﬂ A,
k=1 k=1 1<, <i,<...<i, <n j=1 '
=0 =D D ST =k
k=1 1<, <, <..<ip <n
=’ =S (=0 (= k)
k=1 k
—n? + > =) (= Ry
k=1 k
n—1 n
= P4+ )i »
j=n—k j:ZO ( ) n—j
_ ( 1)n—k n kP o
k=0 k

Remarques
1. Si p =n, toute application de [1, p] dans [1,n] est une bijection (théoréme 20 du chapitre 1).

On devrait donc trouver S" =n!.

2. En posant [1,0] = @, si n est nul, alors p l'est aussi et donc Sg =1.

BY Structures algébriques

Les structures algébriques ont été étudiées dans le chapitre 4 du livre Agthre Licence|.

Soient n un entier naturel et £ un ensemble de cardinal n.

2
Le nombre de lois de composition internes dans E est égal a n" .

La donnée d’une loi d’une composition interne dans E est par définition la donnée d’une application de E* dans E.
Il y a donc autant de lois de composition internes dans E que d’applications de E? dans E.
Ona: Card(EE2) = (Card(E))Card(Ez) =n".
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Il y a autant de solution de cette équa-
tion que d’entiers dans [0, n] .

Si vous voulez une rédaction impec-
cable (celle-ci-contre est largement suf-
fisante !) voici comment on peut pro-
céder. On note pour k €[0,n] :

A ={(zy) eN* z+y=4k}.

Puis, par unicité du cardinal, la réu-

n
nion U A, est disjointe et alors :

k=0
Ja =D canaa)
E=0 =0

Card

(n+1)(n+2)
R

La définition 1 est tres abstraite.

On rappelle qu'une combinaison (clas-
sique) est un sous-ensemble, un arran-
gement un uplet mais qu'une combi-
naison avec répétition est une applica-
tion.

L’image d’un entier par l'application f
donne le nombre de fois ou il apparait.
Par exemple dans la premiere liste, le
chiffre 3 apparait 3 fois et le chiffre 4
zéro fois.

Cette application est méme constante.

S’il y a plus de personnes que d’objets,
alors nécessairement au moins une per-
sonne n'a pas d’'objet lors d’une répar-
tition.

2
Iy a ainsi n" lois de composition internes dans F.

Remarque
On convient qu’il existe qu'une seule loi de composition interne dans I’ensemble vide. La formule reste ainsi cohérente

dans ce cas particulier.

Equations et inéquations

Nous terminons ce petit paragraphe par le dénombrement de solutions d’équations et d’inéquations.

Soit 7 un entier naturel.

Déterminer le nombre de couples d’entiers naturels (z,y) tel que z+y=n.

L’ensemble des solutions de cette équation est {(z,n — ),z €[0,n]}.

Ainsi, le nombre de couple d’entiers naturels (z,y) tel que z4+y=mn est égala n+1.

Soit n un entier naturel.

Déterminer le nombre de couples d’entiers naturels (z,y) tel que z+y<n.

Pour £ €[]0, n], un couple d’entiers naturels (z,y) vérifiant =+ y =k vérifie également z +y < n.

En utilisant alors le résultat de la question précédente, il vient que le nombre de couple d’entiers naturels vérifiant

Mﬂnﬁ)muemrew,

Iinéquation z +y < n est égal a Z (k +1), soit
k=0

Combinaisons avec répétition

Définition

La notion de combinaison avec répétition est une nouveauté par rapport au lycée ou seules les combinaisons sans
répétition ont été traitées.

Lorsqu’on lance simultanément deux dés ordinaires indistinguables, on obtient deux entiers compris entre 1 et 6.

Si on s’intéresse a la somme des deux chiffres obtenus, 'ordre des dés tirés n’a aucune importance et il est possible
que les deux chiffres soient égaux. C’est dans cette situation que la notion de combinaison avec répétition apparait.

Définition

Soient m un entier naturel non nul et p un entier naturel.

On appelle p-combinaison avec répétition de N toute application f:N —— [0, p] telle que :

S =p.
k=1

Exemple
On veut considérer 7 éléments (répétition possible) de 'ensemble {1,...,5}.
Chacun des éléments 1,...,5 peut étre choisi jusqu’a 7 fois, mais la somme des éléments pris doit valoir 7. Par exemple,
on a les listes suivantes possibles :

1-1-1-2-3-3-5 ; 1-2-2-2-2-4-4 ; 4-4-5-5-5-5-5 ; 1-2-3-4-4-5-5 ; 5-5-5-5-5-5-5.
La premiére liste est représentée par I'application f:{1,..,5} ——{0,...,7} telle que f(1)=3, f(2)=1, f(3)
f4)=0, f(5)=1. De plus, on a bien f(1)+ f(2)+ f(3)+ f(4)+ f(B)=T7.

A vous de déterminer les autres applications des listes restantes.

2,

Remarques
1. Si p est nul, alors 'ensemble d’arrivée est réduit au singleton {0} et toutes les images de la seule application de N

dans {0} sont nulles.
2. On retrouve naturellement la notion de combinaison avec répétition quand on souhaite répartir (pas nécessairement
de maniére équitable) un certain nombre d’objets (identiques) entre plusieurs personnes.
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IEEll Nombre de combinaisons avec répétition

Le théoreme suivant donne explicitement le nombre de combinaisons avec répétition.

Le théoreme 2 est adumis. Tl est parti Théoréme 2 Nombre de combinaisons avec répétition

culierement complexe a démontrer ri- . . .
gourensement mais mne explication | [ Soient m un entier naturel non nul et p un entier naturel.
simple et imagée est donnée ci-apres.

Le lecteur pourra aussi voir I'exercice n + p— 1
15 qui traite du nombre d’applications | | T,e nombre de p-combinaison avec répétition de N est égal a
croissantes de  [L,n] dans [1, p] n P

(quand (n, p) € (N*)? ) et l'exercice
38 qui traite du nombre de solution de

TI'équation d’inconnue (z,,...,7,) : Remarque

Ttttz =p,

. . On note I'? le nombre de p-combinaison avec répétition de N .
dans N" quand (n,p) e N"xN . n n

Ces deux exercices sont liés au théo-
réme ci-contre.

Donnons une explication de la formule.

Donnons une p-combinaison avec répétition de N .

On peut représenter cette situation avec les deux symboles « * » et « | » :

______ 5
Par exemple, la liste 1-1-1-2-3-3-5 S

(c’est une 7-combinaisons avec répéti-

1 2 n
tion de [1,5] ) est représenté par :
s | x [ xx | [ % Pour cela, on a besoin de « p étoiles » identiques, et de n —1 « barres ». En tout, il y a donc n+ p —1 « barres » et
qui  nécessite 4« barres » et 7 S . . L, . L,
« étoiles » identiques. « étoiles » qui seront désormais appelé « emplacements ».

Si Ton faisait comme si ces 11 . . s e . N .. .
« barres » ot 7 « étoiles » correspon- | Chaque p-combinaison avec répétition de N, revient a choisir p emplacements parmi les n + p —1 emplacements.
dent a des « emplacements » :

+p-—1
p

alors une 7-combinaisons avec répéti-
tion de [1,5] revient & « réserver » 7

Il y a ainsi en tout p-combinaison avec répétition de N .

emplacements. Par exemple :
X——=XXX——=XXX ,
devient avec les « barres » et les
« étoiles » :
DIEEEIIEEE
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Démonstrations supplémentaires de cours
Par des arguments combinatoires seulement, montrer que :
n+1
p+1)

n
p+1

+

Vn e N,Vpe[0,n—1], "
p

Démonstrations supplémentaires de cours
Par des arguments combinatoires seulement, montrer que :

(o) €CLVnEN w4y =Y |"ay"
k=0 k

Démonstrations supplémentaires de cours

Par des arguments combinatoires seulement, montrer que :
n

VneN,Vpelo,n]|"|= .
p n—p

Démonstrations supplémentaires de cours
Par des arguments combinatoires seulement, montrer que :

n—1
k—1]

Démonstrations supplémentaires de cours

VnEN*7Vp€|[17n]],k[Z]—n

Par des arguments combinatoires seulement, montrer que :
k p—
p

Démonstrations supplémentaires de cours
Par des arguments combinatoires seulement, montrer que :

¥neN, Ve b)eN, Y| b atb
P klln—k

n

VnEN,VpE[[Qn]],Z

k=p

n+1
p+1

n

Démonstrations supplémentaires de cours
Par des arguments combinatoires seulement, montrer que :

Vne N n!l<n".

I Mains dans un jeu de cartes
De combien de fagons peut-on tirer, dans un jeu classique de 52 cartes,

une main de 5 cartes qui comporte exactement 2 dames et 2 coeurs 7

IEM Mains dans un jeu de cartes

On pose 'une a coté de l'autre, dans I'ordre de leur sortie, 5 cartes
tirées 'une apres I'autre et sans remise, dans un jeu de 32 cartes.
Combien de dispositions différentes peut-on obtenir qui comportent
exactement 3 trefles 7

Dénombrements classiques
Combien y a-t-il de fagons de répartir 4 bonbons identiques entre 3
enfants ?

Mains dans un jeu de cartes

On tire 5 cartes tirées 'une apres l'autre et avec remise, dans un jeu
de 32 cartes.

Combien de dispositions différentes peut-on obtenir qui comportent
exactement 3 trefles 7

Dénombrements classiques
Soient n un entier naturel et £ un ensemble fini de cardinal n.

Dénombrer le nombre d’applications non surjectives de F dans E.

Dénombrements classiques
Soient n et p deux entiers naturels, A et B deux ensembles finis de
cardinaux respectifs n et p et tels que AC B.
Dénombrer le nombre de sous-ensembles X de B tel que :
ACXCB.

Dénombrements classiques
Soit n un entier naturel.

1) Déterminer le nombre de triplet (z,7,2) de N* tel que :
r+y+z=n.

2) Déterminer le nombre de triplet (z,y,z) de N° tel que :
r+y+z<n.

Applications croissantes

Soient n et p deux entiers naturels non nuls et fune application crois-
sante de [1, p] dans [1,n].

1) Montrer que Papplication g¢:[1, p)] —— N définie par :

VE e[l pl, gk) = fk) + k-1,
est une application strictement croissante de [1, p] dans [l,n+ p —1].

2) Montrer qu’il existe une bijection entre ’ensemble des applications
croissantes de [, p] dans [1,n] et Pensemble des applications stricte-

ment croissantes de [1, p] dans [1,n+ p—1].

3) En déduire le nombre d’applications croissantes de [1, p] dans [1, n].

Dénombrements classiques

Un joaillier dispose de 7 pierres semi-précieuses distinctes.

1) De combien de fagons peut-il les disposer pour constituer un collier a
fermoir.

2) De combien de fagons peut-il les disposer pour constituer un collier
sans fermoir.

Dénombrements classiques

1) De combien de fagons peut-on répartir 6 éléves d’une classe de 6
éleves en groupes de 3 éleves ?

2) De combien de fagons peut-on répartir 9 éléves d’'une classe de 36
éleves en groupes de 3 éleves 7

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

3) Déterminer le nombre de groupements de p éléments dans un en-
semble & np éléments.

Nombre de surjections
Soit n un entier naturel.

Déterminer le nombre de surjections de [1,n 4 1] dans [1, n].

Nombre de surjections
Soient n un entier naturel et £ un ensemble fini de cardinal n.

2.

(X,Y)eP(E)

Calculer en fonction de n :

) ) Cad(XnY) 2

(X,Y)eP(EY)

Card(X UY).

Dénombrements classiques
Combien y a-t-il de nombres entiers dont ’écriture décimale est compo-
sée de 5 chiffres ou le chiffre « 0 » figure une fois et une seule ?

Dénombrements classiques
Combien y a-t-il de nombres entiers dont 1’écriture décimale est compo-
sée de 5 chiffres et comportant un chiffre répété et un seul.
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Dénombrements classiques
Soient n un entier naturel et £ un ensemble fini de cardinal n.

Quel est le nombre de relations réflexives dans £ 7

Dénombrements classiques
Soient n un entier naturel et E un ensemble fini de cardinal n.
Quel est le nombre de relations symétriques dans E 7

Dénombrements classiques
Soient n un entier naturel et E un ensemble fini de cardinal n.
Quel est le nombre de relations antisymétriques dans F ?

Dénombrements classiques
Soient m un entier naturel et E un ensemble fini de cardinal n.
Quel est le nombre de relations réflexives et symétriques dans £ 7

Dénombrements classiques
Soient m un entier naturel et E un ensemble fini de cardinal n.
Quel est le nombre de relations réflexives et antisymétriques dans F ?

Dénombrements classiques
Soient n un entier naturel et £ un ensemble fini de cardinal n.

Quel est le nombre de lois internes et commutatives dans E ?

Dénombrements classiques
Soient n un entier naturel et £ un ensemble fini de cardinal n.

Quel est le nombre de lois internes admettant un neutre dans £ ?

Dénombrements classiques

Soient n un entier naturel et F un ensemble fini de cardinal n.

Quel est le nombre de lois internes pour lesquelles tout élément est
régulier & gauche 7

Dénombrements classiques
Soient n un entier naturel et F un ensemble fini de cardinal n.
Quel est le nombre de lois internes et associatives dans F 7

Dénombrements classiques
Soient n un entier naturel et F un ensemble fini de cardinal n.
Quel est le nombre de relations transitives dans E 7

Dénombrements classiques

Soient n un entier naturel et F un ensemble fini de cardinal n.

Quel est le nombre de lois internes pour lesquelles tout élément est
idempotent ?

Dénombrements classiques

Soient n un entier naturel et F un ensemble fini de cardinal n.

Quel est le nombre de lois internes pour lesquelles tout élément est
absorbant 7

Dénombrements classiques
Soient n un entier naturel et £ un ensemble fini de cardinal n.

Déterminer le nombre de couples (X,Y) e (P(E)) tels que X NY

soit un singleton.

Dénombrements classiques
Soit n un entier naturel non nul.

Déterminer le nombre d’applications f:[1, n] —— [1,n] telle que :

fef=17

Dénombrements classiques

Un vieil agriculteur possede 5 champs distincts.

Il désire les léguer a ses trois enfants en respectant la regle suivante :
chaque enfant doit recevoir au moins un champ.

Combien de possibilités a-t-il pour rédiger son testament ?

Dénombrements classiques

La fabrication d’une piéce mécanique nécessite de faire passer cette
derniere successivement sur 5 machines : A, B, C, D et E.

Déterminer les ordres de passages possibles dans les cas suivants :

1) Tordre de passage est différent ;

2) la piéce doit d’abord passer par A4 ;

3) la piece doit passer par A avant Bet C;

4) la piece doit passer directement de la machine A a la machine B
dans cet ordre.

Equation et dénombrement
Soient n et p deux entiers naturels tels que n = 0.
Le but de cet exercice est de résoudre I'équation d’inconnue (z,, ..., :En)

dans N" :
n

S o=,

i=1
On note I'” le nombre de n-uplets (z,,...,z,) de N" tels que I'égalité
précédente soit vraie.
1) Déterminer pour tout n € N*, I'" et I'" .
n n
2) Déterminer pour tout p € N, I'" et I'}.
3) Montrer que :
VneN-{0,1},Vpe N I’ =I? +T""
4) En déduire que :
)
VneN-—{0,1},Vp €N, I ZZFQI.
k=0
5) Montrer alors que :
n+p-—1
P

=

n

Dénombrements classiques

Pour sortir, Luc choisit une paire de chaussures (noires ou marrons),
un pantalon (bleu, beige ou rouge), une veste (velours ou toile) et un
chapeau (feutre ou cuire).

1) Quelle est le nombre de tenues différentes que Luc peut porter ?
Léa accompagne Luc.

Il est alors exclu que Luc porte les chaussures marrons avec le panta-
lon rouge.

2) Quelle est dans ce cas le nombre de tenues différentes que Luc peut
porter 7

Main dans un jeu de cartes

On considere une main de 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.

1) Combien de ces mains contiendront exactement un roi ?

2) Combien de ces mains contiendront au moins un roi ?

3) Combien de ces mains contiendront exactement un roi et deux
dames ?

4) Combien de ces mains contiendront exactement un roi et deux
coeurs ?

5) Combien de ces mains contiendront au plus trois coeurs ?
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Dénombrements classiques

Un groupe de 7 amis se retrouvent pour sortir ensemble.

1) De combien de fagons peuvent-ils s’assoir sur les 7 fauteuils d’un
rang d’une salle de cinémas ?

2) De combien de fagons peuvent-ils s’assoir autour d’une table de
conférence ou se trouve un fauteuil de président et 6 chaises ?

3) De combien de fagons peuvent-ils s’assoir autour d’une table ronde
ol se trouve 7 chaises ?

Mots et dénombrement

L’alphabet est composé de 26 lettres, dont 6 voyelles.

On appelle mot toute suite de lettres ayant un sens ou non.

1) Combien existe-t-il de mots de 4 lettres ?

2) Combien existe-t-il de mots de 4 lettres, constitués de 4 lettres
différentes ?

3) Combien existe-t-il de mots de 4 lettres commengant et se termi-
nant par une voyelle ?

4) Combien existe-t-il de mots de 4 lettres contenant au moins une
voyelle 7

5) Combien existe-t-il de mots de 4 lettres écrits uniquement avec les
lettres A et B, chaque lettre apparaissant au moins une fois ?

6) Combien existe-t-il de mots de 4 lettres constitués d’exactement 2
lettres différentes ?

Anagrammes
1) Combien existe-t-il d’anagrammes du mot « MATHS » ?

2) Combien existe-t-il d’anagrammes du mot « DIVISIBILITE » ?

Dénombrements classiques

Une urne contient douze boules : quatre boules blanches numérotées
de 1 a 4, six boules rouges numérotées de 5 & 10 et deux boules noires
numérotées 11 et 12.

On tire successivement et sans remise toutes les boules de I'urne et on
note, a chaque tirage, le numéro obtenu.

1) Combien y a-t-il de résultats possibles ?

2) Combien y a-t-il de résultats pour lesquels les boules sont regrou-
pées par couleur ?

3) Combien y a-t-il de résultats pour lesquels les boules rouges sont
regroupées 7

Jeu du poker

Cet exercice demande des connaissances concernant le jeu du poker.
Le poker se joue avec un jeu de 52 cartes, et 'on distribue a chaque
joueur une main de 5 cartes.
1) Combien y a-t-il de mains différentes ?
2) Combien y a-t-il de mains contenant le carré d’as ?
3) Combien y a-t-il de mains contenant un carré ?
4) Combien y a-t-il de mains contenant un full 7
5) Combien y a-t-il de mains contenant un brelan ?
)
)
)

6

7) Combien y a-t-il de mains contenant une paire ?

Combien y a-t-il de mains contenant une double 7

8) Combien y a-t-il de mains contenant une quinte flush ?

I Dénombrements classiques

On répartit au hasard cing billes numérotés de 1 a 5 dans quatre sacs
mérotés de 1 a 4.

On suppose que chaque sac peut contenir toutes les billes.

1) Quel est le nombre de répartitions possibles ?

2) Quel est le nombre de répartitions telles qu’aucun sac ne soit vide ?

Dénombrements classiques

Soit n un entier naturel non nul.

Un groupe de n personnes est invité & un repas. On dispose d’'une rangée
de n chaises destinées aux n invités.

1) Combien existe-t-il de dispositions différentes ?

On dispose maintenant d’une table ronde avec n chaises.

2) Combien existe-t-il de dispositions différentes, sachant que deux dis-
positions sont identiques si chaque invité a les mémes voisins ?

Dénombrements classiques

Soit n un entier naturel non nul.

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On tire successivement
et sans remise toutes les boules de I'urne et on note, a chaque tirage, le
numéro obtenu.

1) Quel est le nombre de résultats possibles ?

2) Quel est le nombre de résultats pour lesquels les numéros obtenus
sont dans 'ordre croissant ?

Soit k€L, n].

3) Quel est le nombre de résultats pour lesquels les k& premiers numéros
obtenus sont dans l'ordre croissant ?

Dénombrements classiques
Soient n et p deux entiers naturels tels que 1< p<n.

On note £ I'ensemble des p-uplets (z, ..., a:p) e[, n]]2 tels que :
1<$1<...<$p<n.

1) Calculer le cardinal de E.

Soient (4,k) € [1, p] x[1, n] .

2) Déterminer le nombre de p-uplets (z,,..., Ip) EE telsque 7, =k .

Soit ¢ €[, p].

3) Montrer que :

Soit k€ [1,n].

k
k—1|[n—k
4) a) Que représente la somme Z [ ) ][n ] 7
i=k-ntp i—1j{p—i

b) En déduire une expression de cette somme en fonction de n et p.

Nombre de surjections
Soit n un entier naturel.
Déterminer le nombre de surjections de [1,n 4 2] dans [1,n].

Nombre de sous-ensembles
Soient n un entier naturel et £ un ensemble de cardinal n.

Quel est le nombre de couples (A, B) € (P(E))* tels que ANB = ?

Nombre de sous-ensembles

Soient n un entier naturel et £ un ensemble de cardinal n.

Quel est le nombre de couples (A, B) € (P(E))* tels que AUB=E ?

Mots et dénombrement
Y Combien y a-t-il de mots composés de 5 lettres ?

2) Combien y a-t-il de mots composés de 5 lettres distinctes ?

3) Combien y a-t-il de mots composés de 5 lettres distinctes dans 'ordre
alphabétique ?

4) Combien y a-t-il de mots composés de 5 lettres de sorte qu'ils soient

des palindromes ?
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Nombre de sous-ensembles
Soient n un entier naturel et £ un ensemble de cardinal n.

Quel est le nombre de triplets (4, B, C) € (P(E))* tels que :
AUBUC=E ?

Nombre de sous-ensembles

Soient n un entier naturel et F un ensemble de cardinal n.
Soient p un entier naturel et A une partie de E de cardinal p.
Quel est le nombre de parties B de E telles que ANB =& ?

Nombre de sous-ensembles

Soient n un entier naturel et F un ensemble de cardinal n.
Soient p un entier naturel et A une partie de E de cardinal p.
Quel est le nombre de parties B de E telles que AC B 7

Nombre de sous-ensembles

Soient n un entier naturel et F un ensemble de cardinal n.
Soient p un entier naturel et A une partie de E de cardinal p.
Quel est le nombre de parties B de E telles que AUB=FE 7

Nombre de partitions par paires
Soit n un entier naturel non nul.

On considére un ensemble E, —constitué de 2n éléments.
On appelle partition par paires de E, tout ensemble {Al,..,,An}

constitué de parties de FE, ., toutes de cardinal 2 deux a deux disjointes

2n 7’

n
et telles que U A=E.
i=1

On note ¢, le nombre de partitions par paires de E, possibles.

1) Déterminer ¢, et c, .

2) Pour tout n € N*, trouver une relation entre C,q €6 C, .

+1
3) En déduire que :
(2n)!

2"n !

*
VneN',c =

Dénombrements classiques

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 3.

Combien y a-t-il de nombres entiers dont ’écriture décimale comporte
exactement 7 chiffres dont deux chiffres « 7 » exactement ?

I E¥ Dénombrements classiques
Soient n un entier naturel et £ un ensemble de cardinal n.

Soient p un entier naturel et A une partie de E de cardinal p.
Quel est le nombre de couples (X,Y) € (P(E))* tels que :
XUY=F et ACXUY ?

Dénombrements classiques

Le code confidentiel d’'une carte bancaire est un entier naturel dont
Pécriture décimale est constituée de 4 chiffres tous non nuls.

1) Quel est le nombre de codes possibles ?

2) Combien existe-t-il de codes de quatre chiffres différents ?

3) Combien existe-t-il de codes comportant une seule fois le chiffre 1 7
4) Combien existe-t-il de codes comportant deux fois le chiffre 1, les
deux autres chiffres étant différents entre eux ?

5) Combien existe-t-il de codes comportant deux fois le chiffre 1 et
deux fois le chiffre 2 7

6) Combien existe-t-il de codes comportant deux fois deux chiffres
distincts 7

Dénombrements

Luc range ses dix livres de compte, numérotés de 1 a 10 sur une étagere.
De combien de maniéres peut-il ranger ses livres de fagon & ce que les
livres 1, 2 et 3 solent cote a cote (pas nécessairement dans cet ordre).

Dénombrements

Soient n un entier naturel et £ un ensemble de cardinal n.
On note pour tout k€N

A= E—N, Z f@)<kt, a,, =Card(4,,),
zel
Bn,k = f E—N, Z f(.T) =k, anc = Card(Bn,k) .
zel
1) Montrer que :
b =a
V(TL, k) c (N*)Q, n,k n—1,k .
an,k = bn,k + amkfl
2) En déduire que :
n+k
Gy =
9 ’ k
Y(n, k) € N7,
k—1
= ”+k ](si n>1)

Dénombrements classiques

Un sac contient six boules blanches numérotées de 1 a 6, quatre boules

rouges numérotées de 1 a 4, et deux boules vertes numérotées de 1 a 2.

On tire quatre boules simultanément.

1) Quel est le nombre total de tirages possibles 7

2)
)
)

a
b) comportant exactement deux boules blanches et une boule rouge ?

Quel est le nombre de tirages :
ne comportant que des chiffres pairs 7

¢) comportant exactement une boule verte et une boule numérotée 1 7

Dénombrements classiques

Le jeu de triomino est un jeu de domino avec des tuiles de forme trian-
gulaire, chaque sommet du triangle étant numéroté de 0 a 5.

Combien y-a-t-il de tuiles non superposables dans un jeu de triomino 7

Dénombrements classiques

Une société de voyage propose a ses clients le tour de I’Europe en seu-
lement 8 jours.

Il s’agit de visiter 4 capitales européennes en passant deux jours dans
chaque ville. Les capitales sont a choisir parmi Rome, Paris, Londres,
Amsterdam, Madrid, Prague et Budapest.

Combien y-a-t-il de circuits possibles 7

Dénombrements classiques

Soient n et r deux entiers naturels non nuls.

On place r boules dans n tiroirs numérotés.

Déterminer le nombre de répartitions dans chacun des cas suivants.

1) r<n et chaque tiroir peut contenir au plus une boule ; les boules

sont discernables.
2) r<n et chaque tiroir peut contenir au plus une boule ; les boules

sont indiscernables.

3) Chaque tiroir peut contenir la totalité des boules ; les boules sont
discernables.

4) Chaque tiroir peut contenir la totalité des boules ; les boules sont
indiscernables



Les exercices du chapitre 3

Dénombrements classiques
Dans tout 'exercice, les lettres N, n, m, k, r et s désignent des entiers

naturels non nuls.

Dans une urne, il y a N boules numérotées de 1 a N.

On effectue n tirages avec remise d’une boule dans cette urne.

1) Combien existe-t-il de résultats différents pour lesquels une boule
donnée B est prélevée exactement k fois ?

2) Combien existe-t-il de résultats différents pour lesquels une boule
donnée B est prélevée exactement m fois au cours des r premiers ti-
rages !

3) Combien existe-t-il de résultats différents pour lesquels une boule

donnée B est prélevée pour la s-ieme fois au r-ieme tirage 7

I Mots et dénombrement

L’alphabet est composé de 26 lettres dont 6 des voyelles et 20 des
consonnes.

On appelle mot toute suite de lettres ayant un sens ou non.
Déterminer le nombre de mots de trois lettres :

1) en tout ;

2) deux a deux distincts ;

3) ayant exactement deux lettres identiques ;

)
)
)
4) commencant par une voyelle et finissant par une consonne ;
5) contenant au moins deux voyelles distinctes et une consonne ;
6) contenant deux consonnes identiques et une voyelle ;

7) contenant au moins une consonne ;

)

8) contenant au moins une consonne et une voyelle.

Dénombrements classiques
Soit n un entier naturel non nul.

Donner le nombre de couple (z,y) € {1,...,n}* tels que :

1) z<y 2)z<y 3)z+y=n 4) z+y<n.
Dénombrements classiques

On dispose de trois urnes notées A, B, C et de six boules numérotées
de 1 a 6.

On répartit les six boules dans les trois urnes (chaque urne peut con-
tenir de 0 & 6 boules). Une répartition est une liste ordonnée de trois
entiers indiquant le nombre de boules contenues dans les urnes A, B
et C.

Déterminer le nombre de répartitions :

1) en tout ;

2) telles que 'urne A soit vide ;

)
)
3) telles que I'urne A soit vide et soit la seule urne vide ;
4) telle qu'une urne soit vide et une seulement ;
5) telles qu’aucune urne ne soit vide ;

)

6) telles qu’au moins une urne soit vide.

Nombres de sous-ensembles

Soient n un entier naturel et F un ensemble fini de cardinal n.
Soient p un entier naturel et A une partie de E de cardinal p.
Quel est le nombre de parties B de E telle que BC A 7

Nombres d’involutions
Soient n € N* et E un ensemble fini de cardinal n.

On note u, le nombre d’involutions de E.

1) Calculer w,, u, et u,.

2) Montrer que :
VneneN,u ,=u  +(n+1u,.

Nombres de sous-ensembles

Soient n un entier naturel et £ un ensemble fini de cardinal n.

Soient p et ¢ deux entiers naturels, A et B deux parties de F de cardi-
naux respectifs p et ¢.

Quel est le nombre de couples (X,Y) e (P(E))* tels que :
XCANB et AUBCY 7

Nombres de sous-ensembles

Soient n un entier naturel et £ un ensemble fini de cardinal n.

Soient p et ¢ deux entiers naturels, A et B deux parties de F de cardi-
naux respectifs p et ¢.

Quel est le nombre de couples (X,Y) e (P(E))* tels que :
ANBCcXNY et XUYCAUB ?

Applications monotones
Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
Déterminer le nombre d’applications :

1) monotones de [1, p] dans [1,n] ;

2) non monotones de [1, p] dans [L,n].

Nombres de sous-ensembles
Soient n un entier naturel et £ un ensemble fini de cardinal n.
Soient p et ¢ deux entiers naturels, A et B deux parties de E de cardi-
naux respectifs p et ¢.
Quel est le nombre de parties X de F telle que :
ANBCXCAUB ?

Dénombrements classiques

Dans une classe de 45 éleves, tout le monde se serre la main le matin en
arrivant.

1) Quel est le nombre de poignées de mains échangées ?

2) Généraliser le résultat.





