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Premiére partie :

: e/ désigne le plan affine. Soient (A,B,C) et (A',B',C') deux triplets de
points de 'o(?formés de points non alignés. On note GA' <SB, (SC, (respective-
' ment GA' ’GB' ,GC,), les paralléles issues de A a B'C', de B a A'C', de C a A'B',
- (respectivement de A' a BC, de B' 2 AC, de C' a AB).

On suppose que GA’ GB, 6C se coupent en un point O.
1. On suppose que BC et B'C' ne sont pas paralléles, et on pose :
- 1. = Fedl
a-GAﬂBC, a—(’SA,ﬂBC.

Montrer que les triangles a'A'B' et aCO d'une part, a'A'C' et aBO d'autre
. part, sont homothétiques.

En déduire que :

2. Soit f l'unique application affine telle que :

A' = £f(A), B' =f{(B), C'=1{(C). ;
Montrer que si BC et B'C' ne sont pas paralléles, alors

a' = f(a), et GA' = f((SA).
3. Montrer que GAl = f(dA) méme si BC et B'C' sont paralléles.

4. Déduire des questions précédentes que les droites GA' ’GB' ’GC'

se coupent un un point 0'. Que peut-on dire de O' et £(0O) ?
Deuxiéme partie :
7 désigne maintenant le plan affine euclidien.

: 1. Soit (A,B,C) un triangle de g et a,(resp b, resp c) un point
. de BC, (resp AC, resp AB). Soit Da,(resp Db ; resp DC), la perpendiculaire

issue de a a BC, (resp de b a CA, resp de c a AB).
Prouver que si Da’ Db’ Dc concourent en un point 2, alors :

(1) aB? =-ac® + BCZ = A% + cA® - eB% = .

: Prouver la réciproque du résultat précédent. (On pourra utiliser
: le résultat direct).

2. Soient maintenant (A,B,C), (A}B/C') deux triangles (non aplatis) deg’
On note GA la perpendiculaire issue de A a B'C', (SB celle isue de B a A'C',

GC celle isue de C a A'B'.
On définit de méme GA"GB'/GC' comme étant les perpeﬁdiculaires issues de
A' a BC, de B' a CA, de C' 2 AB.

Soient :[a = GA' NBC, b = GB' C

a' = GA NB'C', b' = GB NC'A', c¢' = GC nA'B'

NCA, ¢=2§6 nAB




En utilisant, (en justiﬁ’ant)i,. des relations du typé :
a'B'2 = a'C'2 = AB‘2 = AC'2

ainsi que les résultats antérieurs de cette partie,‘ prouver que GA, GB’ Sc

sont concourantes si et seulement si GA‘ ’GB' ’GC' le sont.

Troisieme partie :

désigne le plan affine euclidien orienté,(A,B,C), (A',B',C') 2 triangles
—Tion aplatis.
Soit © un reel, GA’ GB’ 6C’ GA"(SB"GC' les droites passant par A,B,C,
A', B', C' respectivement, telles que :
{(B'C', GA) = (C'A', GB) = (A'B', (SC) = 0 (angles orientés de droites)

(BC, GA,) = (CA, § = (AB, (SC.) = - O (angles orientés de droi

)
tes). B!

On suppose que GA’ GB’ GC se coupent en O, distinct de A,B,C.

1. Si (B'C', BC) # O, on pose : a = GA nNBC, a'-= GAI NnB'C'.
: a) Prouver qu'il existe deux similitudes directes r et s de j)
telles que :

a', r(0O)
a', s(0O)

C', r(B)
B', s(C)

Al
AI

r(a)

s(a)

B )Soient r et s les parties linéaires de r et s.
Calculerr o (_s*'_l)(a'\'B' 7 et (_g_l)o ¥(aB)

En déduire que (_; o(;.l) =(g_l)o r est une homothétie, puis que :

a'C' _aC

a'B!' aB

Soit f 1'unique application affine de %elle que :
f(A) = A', £(B) =B', f(C) =C'.

Y ) Prouver que a' = f(a), et que 6A' = f('SA).
2. Prouver que si (B'C', BC) = 0, on a encore (SA, = f((SA)
3. Que se passe-t-il si O € {A,B,C}?

4. Enoncer le théoréme démontré dans cette partie. Retrouve-t-on les
résultats des deux premiéres parties ?

Quatriéme partie :

On identifie g)et le corps des nombres complexes L. On se propose de re-
trouver les +ésultats précédents.

1. Soient Z et Z' deux complexes non nuls, A= IR Z(droite 0OZ)
A' =RZ', g
Montrer que :
= 2i0 .
[(A, AY) =0 (mM] e (2'Z -7 2Z = 0)

On conserve les notations de la troisiéme partie, et A est d'affixe a, B d'af-
fixe B, Gy , A" a', BV gl € ¥
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2. Montrer que l'équation de § A est : }
_ o = 2i0'_
2B - 70-20Zp - y) =B - -7 wB -y

3. Prouver que, puisque A'B'C' ne sont pas alignés, on a :

(B -F) ¢ BT - @) + Y - B # 0
4. Déduire de ce qui précéde que GA, 6B et GC sont concourantes
si et seulement si :

‘90(0, B: Y G', Bl’ Y'):a(@ = Y_') + B(Y_|- a_l) + Y(a_'— B)

_ eZie[a(B'-Y') +§(Yl_al)+?(al_al)] = 0.
5. Montrer que :

2i0° :
wglap, y; o, B, Y).=¢"" @_5(a',B",Y' 5 &, B, Y).
6. En déduire que 6A’ GB et (‘SC sont concourantes en O si et seule-
ment si GA' ,(SB, ’GC' le sont en O',que 1'on ne cherchera pas a caractériser
dans cette question.

On va prouver que O' = £(0), ou f est l'unique application affine
telle que : f(A) = A', £f(B) = B', f(C) = C'.

7. f se traduit par l'application de € dans C :

£(Z) =uZ +vZ + w, ((u,v,w)EC), avec a' = f(a), B' = £(B), Y'=f(y)
Calculer tpe(a, B, Y ; a',‘ B', Y') en fonction de a, B, Yy, u,v,w.

8. Quelle est la condition nécessaire et suffisante sur (u,v,w) pour
que les droites GA’ GB, GC construites a partir de (A,B,C), (f(A),f(B),f(C))
soient concourantes ?

9. On suppose que :

= 216
(2) u + ¢ u=20.

En utilisant les équations de 6A’ GB’ 8 $ $

c' %andpidc

et (2), montrer que les affixes Z de O et Z' de O' sont liées par :

y (IV - 2),

(3) _Z-o _-a(z -o) +v(Z - an

Z-'a v(Z" - a') - u(Z' - oY)
10. En déduire que :

| B 1 .
(4) .Z = — est réel. On montrera, si besoin est,
u(Z - a)+v(Z - a)
que [ul®- |v|? % 0.

11. Montrer que O est a l'intersection de 3 droites, dont l'unique point
commun est f(O) ; conclure. (On utilisera (4) et 2 relations analogues).
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